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ABSTRACT

This article discusses an alternative formula to obtain the particular solution of non-
homogeneous linear differential equations of constant coefficients, where the nonho-
mogeneous terms are in the form of a trigonometry, an exponent or a polynomial
function, using the multiplication of a polynomial with a complex exponential
function. The particular solution obtained is in the form of a polynomial.

Keywords: Polynomial, complex exponential function, particular solution, linear
ordinary differential equation.

ABSTRAK

Artikel ini mendiskusikan formula alternatif untuk mendapatkan solusi partikular
persamaan diferensial linear nonhomogen koefisien konstanta, dimana suku nonho-
mogennya adalah dalam bentuk fungsi trigonometri, eksponensial atau polinomial,
dengan menggunakan teknis perkalian polinomial dengan eksponensial kompleks.
Solusi partikular yang diperoleh adalah berbentuk polinomial.

Kata kunci: Polinomial, fungsi eksponensial kompleks, solusi partikular, persamaan
diferensial biasa linear.

1. PENDAHULUAN

d d
Diberikan persamaan diferensial linear nonhomogen P(—)x = f, dimana P <E>x

merupakan persamaan polinomial diferensial dan f adalah suku nonhomogen dari
persamaan diferensial linear sebagai berikut.
d"x d"tx dx
m 1, n—1"3,-_1 e N = R t ) 1
g + O gy T gy +aor = R(Y) ()
dengan a; adalah konstanta, i =0,1,2,--- ,n dan a, # 0.
Solusi partikular persamaan diferensial linear nonhomogen dapat diperoleh meng-
gunakan metode koefisien tak tentu, akan tetapi untuk orde tinggi metode
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koefisien tak tentu membutuhkan kalkulasi yang rumit. Sehubungan dengan masalah
menentukan solusi partikular, Oswaldo [2] telah mengenalkan metode alternatif dari
metode koefisien tak tentu dan dapat digunakan pada persamaan diferensial linear
nonhomogen berderajat tinggi. Oleh karena itu artikel ini merupakan review dari
artikel Oswaldo Rio Branco de Oliveira dengan judul "A Formula Substituting The
Undetermined Coefficients and The Annihilator Methods”.

Pembahasan dimulai dengan dua buah Lema. Selanjutnya diberikan Teorema
yang digunakan untuk memperoleh solusi partikular persamaan diferensial linear
nonhomogen dan beberapa contoh. Formula pengganti yang dibahas dalam artikel
ini menggunakan aritmatika kompleks dan fungsi eksponensial kompleks. Formula
ini memiliki beberapa kelebihan, yaitu formula ini lebih mudah dan sering kali
mereduksi jumlah kalkulasi yang penting pada metode koefisien tak tentu.

2. FORMULA PENGGANTI METODE KOEFISIEN TAK TENTU

Pada bagian ini terlebih dahulu diberikan dua buah Lema. Selanjutnya, akan diba-
has Teorema.

Lema 1 [2] Misalkan persamaan diferensial linear nonhomogen dengan koefisien
a; € C, untuk 0 < j < n, dan sedikitnya satu a; # 0, 1 < j < mn,

anx(n) + an—lx(n_l) + -+ a,ll', + apr = R(t)? (2)

dengan z = z(t), t € R, suku R(t) = bt™ + by_1t" 1 + - + bt/ + -+ + byt + by
adalah polinomial tak nol dengan variabel ¢ bilangan real dan koefisien b; € C
untuk 0 < j < n, maka persamaan diferensial linear nonhomogen memiliki solusi
polinomial @ = Q(t) : R — C. Selanjutnya, lebih jauh lagi

1. Jika ag # 0, maka derajat (Q)) = derajat (R).

2. Jika k = maks (j:a; =0, < j) ada, maka Q = t*"1Q;, dengan @Q; adalah
polinomial yang memenuhi derajat (1) = derajat (R).

3. Jika seluruh koefisien pada persamaan (2) real, maka () dan (); adalah poli-
nomial real.

Bukti:
Sifat (1), misalkan penyelesaian dari persamaan (2) adalah

Q) =Y r—ocxt’, \
Q') =gy kext™™,
Q"(t) = hop k(k — Det2, (3)

Q(j):(t) = ke —=1)(k=2)-(k—j+ 1)epth=, )
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untuk k = (n — [ + j), maka QU)(¢) dapat ditulis

n

QU(t) = }: n—l+)n—I0+j—D)n—-1+j—2)(n—1+1ct"".
k=n—Il+j

Selanjutnya, mengalikan persamaan (3) dengan konstanta ag,ar,as, -+ ,a;j, -+, a,
diperoleh

Q) + 0@ (1) + Q" (1) + -+ + 4, Q1) + -+ 0, Q" (1)

= Qo Z thk +a Z kcktk_l + a9 Z k(k — 1)thk_2 4+ ..
k=0 k=1 k=2

+a; Z (n—Il+)n—1+7—1)(n—1+1)c, s t""
k=n—I+j

+...+an2n(n—1)(n—2)..-(n—n—{—1)cntn_n, (4)

k=n

dengan mengidentifikasi koefisien pada suku ke t"~ !, untuk { < n, pada suku-suku
an(j) (t), 7 <1, dan dengan memperhatikan bahwa pada suku-suku serupa lainnya
koefisien pada suku ke ¢"~* adalah nol. Dapat dipastikan suku an(j) (t), untuk j <1
merupakan faktor dari "'/ yaitu

& ; . . _
Cn—l-&—j@(tn_l—w) - Cn—l-i—j(n —1 +j)(n —1 +J7 - 1) T (n -1+ ]-)tn lv

(n—1+7)!

(n=0! "
bahwa koefisien pada suku ke "~/ memenuhi identitas. Jumlahnya dituliskan dalam
urutan menurun pada j, dengan j dimulai dari j = [ sampai j = 0, yaitu

schingga koefisien yang dicari adalah a;c,—;4; dan dapat disimpulkan

n! (n—14j)!
(D e T

dengan 0 <[ < n.
Persamaan (5) dapat dibentuk menjadi matriks segitiga bawah, yaitu

a;Cp, + -+ agCh— = bn—lu (5)

ag 0 0 0 o --- 0 S S
amn aop 0 0 0O --- 0 n n
! (n—1)! ) Cn—1 b1
GEiy GGy @ 0 0 i 0 || cus b
| = (6
@ (n—'l)! ai-1 ((n—}))! -4y ( (nl_—il_)]!) ap 0 0 Cn—1 b ' l
: : ag 0 c b
ann! an—ln! e T a22! a aop | - 0 - 0
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Selanjutnya untuk sifat (2). Dalam kasus ini, persamaan diferensial
ane™ + -+ + app 2t = R, Kemudian dengan menggunakan sifat (1), per-
samaan diferensial a,y™ %Y 4+ ...+ apy = R mempunyai solusi polinomial
y(t) = S(t), dengan derajat (R) = derajat (S). Selanjutnya, integrasikan se-
banyak (k + 1) kali polinomial y(t) = S(¢) dan pilih nol untuk suku independen,
diperoleh solusi polinomial yang diharapkan @ = t**'Q;, dengan @, adalah
polinomial yang memenuhi derajat (@) = derajat (R).

Kemudian untuk sifat (3). Jika koefisien a; untuk ¢ = 0,1,2,---  n adalah
bilangan real, maka solusi partikular persamaan diferensial linear nonhomogen (2)
adalah polinomial real.

Pada pembahasan selanjutnya, perhatikan operator diferensial berikut

P(g) = () oo (Gms) oo+ o) o

dengan t € R dan a; € R untuk 0 < j < n, dan I adalah operator identitas pada
d
C*(R;C). Perhatikan juga persamaan karakteristik untuk P(E) berikut

P(A) = ap A" + -+ - + a1\ + a,
dengan \ € C.

Lema 2 [2] Jika Q = Q(t) € C*(R;C) dan v € C, maka diperoleh
d (n) 1 ,
P(Y (@mer) = (o gmy 4 Egriry 4 Py 4 20 gy

Bukti:
Diberikan sebuah persamaan diferensial linear nonhomogen

P(%) (Q(t)e“) = (an% + anljtnT_ll +-o 4 al% + a0> (Q(t)e”t>, (7)

persamaan (7) dapat ditulis dalam bentuk

P (@) = X e (@e). ®)

Selanjutnya aturan Leibniz [4, h. 508] untuk turunan ke-n dari perkalian dua fungsi,
adalah

o _ N~ (B p
(f9) =Z(j>f” ,
=0

sehingga, dengan menggunakan aturan leibniz, ruas kanan dari persamaan (8) men-
jadi

%(Q(t)e”ﬁ = Zk: (k> QY (t)'yk_j>67t.

=0 M

JOM FMIPA Volume 2 No. 1 Februari 2015 400



Persamaan (8) dapat ditulis menjadi

d n dk n k k ' .
_ v\ — - v\ — ©)) k=3 ot
P(dt)@(t)e ) D (Q<t>e > ( @ . <j)Q () )e ’
atau persamaan (8) dapat dinyatakan menjadi

Z%Z()Qu kj—z<zak

7=0

) Zp Q(J )

Selanjutnya, dibahas Teorema untuk mendapatkan solusi partikular persamaan
diferensial linear nonhomogen koefisien konstanta. Misalkan R adalah polinomial
real tak nol dan (v,0) adalah pasangan bilangan sedemikian hingga, v bilangan
kompleks dan § bilangan real, dengan syarat 6 = 0 untuk v real.

d
Teorema 3 [2] Persamaan P (a)x = R(t)e"™ mempunyai solusi partikular

Q(t)e’* dengan Q(t) adalah solusi polinomial yang memenuhi persamaan
diferensial berikut

Q-+ lam=r )
Selanjutnya,

1. Jika v € R, maka dapat diandaikan Q(t) € R — R. Dalam kasus v € R,
Q(t) € R, fungsi real z(t) = Q(t)e?" adalah solusi dari persamaan awal.

2. Jika v ¢ R, maka 2(t) = Q(¢t)e" ¥ adalah sebuah solusi kompleks. Jika v =
a+ fi, dimana «, dan § € R, maka fungsi z(t) = Re[z(t)] dan y(t) = I'm[z(t)]
memenuhi

P(%)x = R(t)e“cos(ft + 9), P(%)Q = R(t)e*sin(fBt + 0).

3. Jika p(vy) # 0, maka derajat (Q) = derajat (R).

4. Jika v adalah akar multiplisitas £ pada polinomial karakteristik, maka dapat
dipilih sebuah polinomial Q(t) = t*Q;(t), dengan derajat (Q;) = derajat (R).

Bukti:
Misalkan dengan menggunakan Lema 2 untuk mencari solusi Q(t)e”** pada
persamaan diferensial (7), didapatkan persamaan identitas yaitu

(n) ’
<p ngv)Qm) )+ + #Q’ (t) + p(Py)Q(t))ewﬂé = R(t)e™™,  (10)
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kemudian membagi kedua ruas persamaan (10) dengan "% menjadi

QW@ + -+ 0w s = ru.

Selain itu, dengan menggunakan Lema 1 dan menyelesaikan sebuah sistem linear
segitiga bawah (6) , diperoleh sebuah solusi polinomial Q(¢) pada persamaan (9).
Selanjutnya akan dibuktikan sifat (1). Jika v € R maka 6 = 0 sehingga
persamaan diferensial (9) adalah persamaan diferensial real dan memiliki solusi real.
Kemudian untuk sifat (2). Jika 7 = a + i adalah bilangan kompleks dan pada
solusi persamaan (9) terdapat polinomial kompleks Q(t), maka dengan menggunakan
persamaan (9) dan Lema 2 sehingga fungsi kompleks

2(t) = Q(t)e”t%,

yang memenuhi persamaan (9), yaitu

P(%) () = R(eetori, (11)
Misalkan v = a + 13, persamaan (11) dapat dibentuk menjadi
d _ at i(Bt+6)
P<£>z(t) — R(t)etePt+o), (12)
persamaan (12) dengan menggunakan rumus Euler dapat dinyatakan dalam bentuk
R(t)eel B+ = R(t)eo! ( cos(Bt + 8) + isin(Bt + 5)). (13)

Selanjutnya, dengan mengindentifikasi bilangan real dan imaginer dari persamaan
(13) diperoleh

P(%) (x(t)) = R(t)ecos(ft + 6),

d
P(a) (y(t)) = R(t)etsin(Bt + ).

Selanjutnya untuk sifat (3). Perhatikan kembali persamaan (9). Jika p(vy) # 0
dan Q(t) adalah sebarang polinomial maka derajat dari polinomial

(n) '
P Y) A P )
Do) 4+ P0G ) 1 sy = &

Berdasarkan sifat 1 dari Lema 1, diperoleh derajat (Q)) = derajat (R).

Selanjutnya untuk sifat (4). jika v merupakan akar multiplisitas k& pada p, maka
persamaan (9) dapat ditulis menjadi

p(”;$’7) QW) =Rt),  pM(y) A0,

dengan solusi polinomial x(t) = Q™ (¢) dan derajat (Q")) = derajat (R). Ke-
mudian dengan mengintegrasi fungsi x(t) sebanyak k, diperoleh solusi polinomial
untuk persamaan (9).

Q(n)(t) N
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Contoh 1 Selesaikan persamaan diferensial linear nonhomogen koefisien konstanta
berikut

v" — 20" + 27 = t?e' sin(3t + 5), (14)

Solusi:
Persamaan karakteristik dari persamaan (14) adalah

p(A) = A% —2)\ + 2. (15)

Persamaan karakteristik (15) mempunyai akar kompleks konjugat, yaitu \; = 1+,
dan Ay = 1 — i, sehingga solusi homogen yang bersesuaian untuk persamaan (14)

adalah
xp(t) = cre’ cost + cpe’ sint, c1,c0 € R (16)

Selanjutnya, solusi partikular persamaan (14) diperoleh dengan menggunakan
Teorema 3. Kemudian dari sifat (2) pada Teorema 3 didapatkan persamaan
kompleks, yaitu

z// . 221 + 22 _ t2€(1+3i)t+5i7
dengan persamaan karakteristik

p(y) =7 —27+2,

p, (’7) = 2’7 - 17
p'(y) =2
Persamaan (9) mempunyai solusi partikular z(t) = Q(¢)e 35 dengan Q(t)
adalah persamaan polinomial yang memenuhi persamaan berikut
Q"(t) + P (MQ'(t) +p(1Q(t) = t*. (17)

Pensubstitusian = 1+ 3i pada persamaan karakteristik p(y) dan turunannya
menghasilkan p(1 + 3i) = —8, dan p/(1 + 3i) = 6i. Kemudian substistusikan ke
dalam persamaan (17) didapatkan

Q"(t) +6iQ () — 8Q(t) = #*,
sehingga dari persamaan polinomial (17) dan derajat (Q)(t) = 2, diperoleh

Q) =at* +bt+c,
Q' (t) =2at+b,
Q'(t) =2a,

dengan mensubstitusikan polinomial (¢) dan turunannya ke persamaan polinomial
(17), didapatkan

—8at* + 12ait — 8bt + 2a + 6ib — 8c = t°. (18)
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kemudian menyamakan ruas kiri dan kanan persamaan (18), diperoleh a, b, ¢ yaitu

—1

—8at? = t? = —

a a 3

12ait — 8bt = 0 i
ait — = = —
16

7

2a 4 6ib — 8¢ = 0 =—
a+ 6 c & 61’

dengan a, b, c € C. Persamaan (18) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai
berikut

-8 0 0 a 1
12 -8 0 b | =10
2 12 -8 c 0
. . o 2 3t 7 _ .
sehingga diperoleh nilai Q(t) = BT + 6l dan solusi partikular persamaan (14)
adalah
2 3t 7
2(t) = ( g % + a)é(cos(?)t +5) +isin(3t + 5)),

? sin cos sin (19)
Im(a(t)) =~ <§t+5>_3t fétm” (§i+5)>'

Solusi partikular persamaan (19) yang bernilai real yaitu

t?sin(3t +5)  3tcos(3t+5)  Tsin(3t+5)
_ ot — _
ZORE 8 T )

Selanjutnya dengan menjumlahkan solusi homogen z; dan solusi partikular z,,
diperoleh solusi umum persamaan diferensial (14) yaitu

t*sin(3t +5)  3tcos(3t +5) N 7sin(3t + 5)>

x(t) = cre’ cost + cpe’ sint + et< — . = o

dengan c¢; dan ¢y adalah konstanta real.

Contoh 2 Selesaikan persamaan diferensial linear nonhomogen koefisien konstanta
sebagai berikut

o — 52" + 32 + 9 = t°e¥, (20)
(21)
Solusi:
Persamaan karakteristik dari persamaan (20) adalah
p(\) =X =5\ + 3\ +9, (22)

dengan akar - akar persamaan karakteristik (A —3), (A—3) dan (A+1) atau \; = 3,

A2 = 3 dan A3 = —1. Sehinggga solusi homogen yang bersesuaian untuk persamaan
(20) adalah

1 (t) = 1€ + cote® + cze™, 1,02, c3 € R. (23)
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Selanjutnya, solusi partikular persamaan (20) diperoleh dengan menggunakan
Teorema 3. Kemudian dari sifat (1) pada Teorema 3 persamaan (20) mempunyai
solusi partikular Q(t)e® dan Q(t) polinomial yang memenuhi persamaan (9), yaitu

/11 3 // 3 / 3
0 gy + X500y + POy e = 2 (21)
kemudian dengan mensubstitusikan A = 3 pada persamaan karakteristik (22)

diperoleh
Q1) +4Q"(1) = 1
Selanjutnya dengan memisalkan y = Q)”, diperoleh persamaan diferensial berikut
Y +dy =t (25)

ruas kanan dari persamaan (25) dengan derajat y = 5 mempunyai persamaan
polinomial, yaitu

y(t) =t° 4+ at* + bt + ct? + dt + e, a,b,c,d,e € R.
Kemudian menyamakan koefisien ruas kiri dan kanan persamaan (25) diperoleh

(t) = > 5t N 5t 15t° L1t 15
YW=T 79 " 16 64 128 512

kemudian dengan mengintegrasikan nilai y(¢) sebanyak 2 kali didapatkan

Q(t)—i_£+£_5_t4+5_t3_ 15t2
168 96 64 256 256 1024°

Solusi partikular persamaan (20) adalah

(26)

7 5 ¢ 5t 53 15¢2

t) = = _
(") =768 " 06 T61 256 T 256 1024

Solusi umum persamaan diferensial (20) diperoleh dengan menjumlahkan solusi
homogen x;, dan solusi partikular z, yaitu

(t) 3t+ " 3t+ ~t ( t7 16 n o 5t n 5t3 15152) "
xr = C1€ Colé Cat _— - - e
! 2 3 168 96 ' 64 256 ' 256 1024/

dengan cy, c9, c3 adalah konstanta sebarang.

Secara keseluruhan jika fungsi f pada persamaan diferensial P— = f adalah

jumlah dari Z?:l f; untuk fungsi f;(¢t) adalah perkalian fungsi polinomial,
trigonometri dan eksponensial, maka dengan menggunakan metode alternatif
diperoleh solusi partikular z;, 1 <j < N. Fungsi v = 21 + --- + xy adalah solusi

untuk persamaan P(%)x = f.
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