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ABSTRACT

We discuss some identities of generalized Fibonacci sequence, (u,), which satisfies
linear homogeneous recurrence relations of order two having a non-zero constant
coefficient. Then given some matrices, we show that the n-power of these matrices
provide some identities for Y "  u?, uptpto, and Y1 Untns1. At the end we give
generating functions for u,u, 1 and w,u, .

Keywords: Fibonacci sequence, generating function, Lucas sequence, Vandermonde
matriz.

ABSTRAK

Artikel ini membahas beberapa identitas generalisasi barisan Fibonacci, (u,), yang
memenuhi relasi berulang linear homogen berorde dua dengan koefisien bilangan bu-
lat yang tak-nol. Kemudian diberikan beberapa matriks, yang mana perpangkatan
ke-n dari matriks tersebut akan menghasilkan beberapa identitas, yaitu >, u?,
UpUny2, dan Y " unuy,41 pada barisan (u,). Selanjutnya juga dibahas fungsi pem-
bangkit untuk perkalian suku-suku dalam bentuk w,u, 1 dan u,u, o.

Kata kunci: Barisan Fibonacci, barisan Lucas, fungsi pembangkit, matriks Vander-
monde.

1. PENDAHULUAN

Relasi berulang [2, h. 245] mendefinisikan suatu barisan dengan mengaitkan unsur
ke-n dari barisan tersebut dengan elemen sebelumnya. Barisan Fibonacci dapat
didefinisikan dalam bentuk relasi berulang [4, h. 6] yaitu,

Fn:Fn—l+Fn—27 (]‘)

dengan nilai awalnya F; = 1 dan F;, = 1. Barisan Lucas juga dapat didefinisikan
dalam bentuk relasi berulang [4, h. 8] yaitu,

Ln = Lnfl + Ln727 (2>
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dengan nilai awalnya Ly, =1 dan Ly = 3.
Untuk jumlah kuadrat suku-suku barisan Fibonacci diberikan oleh [4, h. 77],
yaitu

ZFE = Frolop, (3)
1=0

dan jumlah perkalian dua suku yang berurutan barisan Fibonacci diberikan oleh
[4, h. 90],

n 14 (=1 n+1
S p = p, OO 0
1=0

Pada [4, h. 229] diberikan fungsi pembangkit untuk perkalian dua suku yang
berurutan pada barisan Fibonacci, yaitu

i

F.F, 12" = . 5
; +HT 1—2x — 2224 23 (5)

Barisan Fibonacci dan Lucas pada persamaan (1) dan (2) dapat digeneralisasi
menjadi suatu barisan baru dan dapat ditentukan identitas-identitasnya. Pada
artikel ini dibahas beberapa identitas pada generalisasi barisan Fibonacci yang
merupakan review dan koreksi dari sebagian artikel E. Killic [3] yang berjudul ” Sums
of the Square of Terms of Sequence {u,}”.

Pembahasan dimulai dengan menggeneralisasi barisan Fibonacci dan Lucas. Ke-
mudian pada bagian tiga dan empat akan diberikan beberapa matriks dan dari
pangkat ke-nnya akan diperoleh identitas-identitas generalisasi barisan Fibonacci.
Kemudian juga akan digeneralisasi persamaan (3) dan (4). Pada bagian lima akan
dikonstruksi fungsi pembangkit untuk w,u, ;1 dan w,u,1s.

2. GENERALISASI BARISAN FIBONACCI DAN LUCAS

Barisan Fibonacci dan Lucas digeneralisasi menjadi relasi berulang homogen linear
berorde dua dengan koefisien konstan A yang selanjutnya disebut barisan (u,) dan
(vn) [3] didefinisikan oleh

Upy1 = AUy + Up_1, (6)

Un4+1 = Avn + Un—1, (7)

dengan A bilangan bulat yang tak-nol, uy = 0, u; = 1, v = 2, dan v; = A.
Persamaan karakteristik yang bersesuaian dengan persamaan (6) dan (7) adalah
22 — Ax — 1 = 0. Jika a dan 3 adalah akar persamaan karakteristik tersebut,
dengan a = AJ“/TAQﬁ dan § = A’*/T“Pﬁ, maka formula Binet [3] untuk barisan (u,,)
dan (v,,) didefinisikan oleh

a — A"
Uy, = b dan v, = a" 4+ [".
a—pf

Berikut diberikan alternatif formula untuk jumlah kuadrat suku-suku barisan
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Lema 1 [3] Misalkan u,, adalah suku ke-n pada barisan (u,). Jumlah kuadrat
suku-suku pada barisan tersebut, yaitu

n

Sttt ®

i=0
Bukti. Lema ini akan dibuktikan dengan induksi matematika. Untuk n = 1,
berdasarkan persamaan (6), diperoleh

1
Zu?:ug—kuf:Ole:
i=0

Misalkan untuk n = k persamaan (8) benar, sehingga berlaku

k
2: 2 Uk Uk+1
U,L == - .

A

1=0

Akan ditunjukkan untuk n = k + 1 juga benar, sehingga diperoleh

k1 k
2 2 2
§ u; = § U; + Uj iy
i=0 i=0
(Uk + Auk+1>
=Upp1 |\ —————
A
k+1

9 Uk41Uk+2
/U/Z — T.
i=0

Karena untuk n = k + 1 benar, maka Lema 1 terbukti. O

3. JUMLAH KUADRAT SUKU-SUKU BARISAN (u,)

Definisikan matriks 7" dan H,,

us Uz —Up
T=11 0 0 9)
0 1 0

dan
n+1

n
E : 2 E 2
=0 1=0
n n—1
2 2
H, = E Uy Up_qUpp1 — E u; (10)
=0 i=0

n—1 n—2
E : 2 § 2
=0 =0

dengan u,, adalah suku ke-n dari barisan (u,).
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Teorema 2 [3] Misalkan terdapat matriks 7" dan H,, seperti pada (9) dan (10),

untuk n > 1, berlaku
™ = H,. (11)

Bukti. Teorema ini akan dibuktikan dengan induksi matematika. Untuk n = 2,
berdasarkan persamaan (6), diperoleh

3 2
E : 2 § : 2
=0 i=0
2 1
2 2 2
T° = g u;  ujug  — 5 u;
i=0 =0
1 0
§ : 2 § : 2
L <=0 =0

Sehingga diperoleh T2 = H,. Misalkan untuk n = k persamaan (11) benar, maka
berlaku T% = Hj,, dengan k > 1. Akan ditunjukkan untuk n = k£ + 1, dengan k > 1,
juga benar. Asumsikan 7%+! = T*T, sehingga diperoleh

- ka1 k41 k k4l
(A2+1)Zu?+ukuk+2 (A2+1)Zu?—2uf —Zuf
i=0 =0 i=0
k—1 k
TE — ( Z Uy + Up—1 U1 A2 Z Uy Z uz2 - Z uzQ
0 P ft
(A2+1)Zu?+uk_2uk (142—1-1)2%2—2%2 —Zu?
i i=0 i=0 i=0 i=0

Berdasarkan persamaan (6) dan Lema 1, entri baris kedua kolom pertama dari
matriks TFF!, yaitu

2 2 2 UpUk+1
1 : _ =(A 1 -
+ )Zul + up-1upy1 = (A7 + 1) T + Up_1Up 1

 Augr (A + up—1) + uplig
N A

k+1

(A% 4+ 1) Zu + Up_qUp1 = Zu (12)

Kemudian dengan menggunakan cara yang sama seperti pada persamaan (12), akan
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diperoleh entri-entri lain pada matriks 7%+, Sehingga matriks 7%+! menjadi

[ k+2 k+1 7]
2 2
g U;  Ug41Uk+3  — E Uu;
=0 =0

k+1

k
k+1 _ 2 2
7% = E Uy UpUgt2  — E u;
i=0 i=0
k k—1
2 : 2 2 : 2
U;  Ukp—1Uk+1 — u,
i=0 i=0

Karena untuk n = k£ + 1 benar, maka persamaan (11) terbukti. O

Dari matriks 7" pada persamaan (9), diperoleh persamaan karakteristik yaitu
2 — (A +1)2% — (A> + 1)z + 1 = 0. Akar karaktristik adalah v, = AHAYAEL 4 q
= —AQ—A;/m + 1 dan 3 =

Yo = —1, atau 74 = o? dan v = B3?. Selanjutnya,
didefinisikan matriks Vandermonde [3],
%N s
A= 7 72 7
1 1 1

Dari matriks A diperoleh det A = A(A2? +4)2. Misal V = A’. Misal V;(i) adalah
matriks yang diperoleh dari V' dengan mengganti kolom ke-j dengan

n—i+3

M
_ n—i+3

Wi =1 7
n—i+3

73

Teorema 3 [3] Misalkan H,, = [h;;] seperti pada (10), untuk 1 <, 5 < 3, berlaku

det(V")
P g
Bukti. Diketahui TA = AD, dengan D = diag(v1,72,73). Karena matriks T

similar dengan matriks D, diperoleh T"A = AD". Berdasarkan Teorema 2, diperoleh
H,A = AD". Sehingga diperoleh sistem persamaan linear,

hayp + haoy + hig = 477
hir¥s + higya + hig = 7577 5 (13)
hity + hiys + hig = 4512
Berdasarkan aturan Cramer [1, h. 83|, diperoleh solusi untuk sistem persamaan
linear (13) yaitu
det(V")
9
Sehingga Teorema 3 terbukti. O

n
Selanjutnya, akan diberikan bentuk umum identitas Z uF dan Uy, 0.
i=0
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Akibat 4 [3] Untuk n > 0, berlaku

n

Zu2 _ Vot + ug(—1)"H!
! A(A%2 4+ 4) ’

i=0
dengan u,, dan v, adalah suku ke-n dari barisan (u,) dan (v,).

Bukti. Berdasarkan Teorema 3, diperoleh

4 det V;?)
ho = Z UZQ = 3
=0

detV -~

Untuk det ‘/1(2), diperoleh

o 1
det V) =] 371y 1
vt oy 1

det V¥ = VA2 + 4(vgn i1 + us(—1)").

Kemudian dari matriks V' diperoleh det V' = det A, sehingga Akibat 4 terbukti. O
Berdasarkan Akibat 4, untuk A = 1, diperoleh generalisasi persamaan (3) yaitu

Zn P2 Long1 + (—1)"*!
[ 5 Y
=0

dengan F,, dan L, adalah suku ke-n dari barisan Fibonacci dan Lucas.

Akibat 5 Untuk n > 0, berlaku

Vono +U2(_1)n+1
Unun+2 - A2 + 4 )

dengan u,, dan v, adalah suku ke-n dari barisan (u,,) dan (v,).

Bukti. Berdasarkan Teorema 3, diperoleh

det V)
higp = nUn+2 = 2 .
127 tntint2 = ey
Untuk det V2(1), diperoleh
Lot
det V) =| 93 %+ 1
7ol

det V") = AVA? 4 4(vgsp + va(—1)"F1).
Kemudian dari matriks V' diperoleh det V' = det A, sehingga Akibat 5 terbukti. O
Berdasarkan Akibat 5, untuk A = 1, diperoleh
Lonio + 3(—1)"*!
5 9
dengan F,, dan L, adalah suku ke-n dari barisan Fibonacci dan Lucas.

FnFn+2 =
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Akibat 6 [3] Untuk n > 0, x,, memenuhi relasi berulang (z,),
Tpt2 = U3Tpi1 + ULy — Tp-1,

dengan x,, adalah “== = 3 0 atau w, Uy

Bukti. Untuk n =1, T'= H. Berdasarkan Teorema 2, diperoleh
Hyy=T""'=7"T=H,T = H,H.
Dari perkalian matriks H,,.1 = H, H, diperoleh persamaan

Tpyo = U3Tpy1 + UL, — Tpo1. U

4. JUMLAH PERKALIAN DUA SUKU BERURUTAN BARISAN (u,)

Misalkan G adalah perluasan dari matriks 7" pada (9), sehingga

1 0 0 0
. 1 Us Uz —Up
G = 0 1 0 0 (14)
0 0 1 0
Kemudian, untuk n > 0, misalkan
1 n
Definisikan matriks @),, yaitu,
1 0 0 0
C Un+41Un4-2 U U _ UnUn41
— n A n Un+2 A
Qn Cn—l anjqnl—l Un—lun—i-l _uun—;un ) (16>
Cn72 nx = Up—2Un - n_QAn_l

Teorema 7 [3] Misal matriks G dan @Q,, yang diberikan oleh (14) dan (16). Untuk
n > 2, berlaku
G" = Qn. (17)

Bukti. Teorema ini akan dibuktikan dengan induksi matematika. Berdasarkan
persamaan (6) dan (15), untuk n = 3, diperoleh

1 0 0 0
C3 ™ ugus; —454

QB = A A
Cy —u?jf{“ UgUyg — —uQX3

u2U ulru
Cr = wuz —*42
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Misalkan untuk n = k, & > 2, persamaan (17) benar. Akan ditunjukkan untuk
n=k+1, k> 2, juga benar. Asumsikan G**! = G*G. Berdasarkan persamaan (6)
dan (15), diperoleh

1 0 0 0
oo | Gon L e e
Cr 5 Ui ——a
Cr-1 —UHZ“H Ug—1Uk+1 — uk;}uk

Karena untuk n = k + 1, k > 2, juga benar, sehingga Teorema 7 terbukti. O
Akibat 8 [3] Untuk n > 0, C}, memenubhi relasi berulang nonhomogen,
CnJrl = <A2 + 1)Cn + (A2 + 1)07171 - Cnf2 + 17

dengan (), yang diberikan oleh (15).
Bukti. Untuk n =1, G = ). Berdasarkan Teorema 7, diperoleh

Qni1 =G = G"G = Q.G = QnQ.
Dari perkalian matriks Q11 = @, @), diperoleh
Crs1 = (A2 +1)C, + (A2 +1)Cppy —Crg + 1. O

Selanjutnya didefinisikan matriks £ dan Dy,

1 0 0 0
g |z % %%
2_712’71’72’73’
& 111
dan
1 0 0 O
oy 000
Dy = 00 ~ 0|’
00 0 ~

dengan v;, 1 < i < 3, akar karateristik dari matriks T yang diberikan oleh (9).

n
Berikut diberikan bentuk umum identitas Z Uit
i=0

Teorema 9 Untuk n > 0, jumlah perkalian dua suku yang berurutan diberikan
oleh

n 2
ZU U _ Unt1  Unlingz — 1
i Wi41 — )
2A
1=0

dengan u,, adalah suku ke-n dari barisan (u,,).
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Bukti. Diketahui GE = ED,. Karena matriks G similar dengan matriks Dy,
diperoleh G"E = ED}. Berdasarkan Teorema 7, diperoleh Q,E = ED}. Dari
perkalian matriks (), = E D7, diperoleh

1 Up+1Un+2 UpUn+1
C":2A2( Tt Untngz — —— —1).

Berdasarkan persamaan (6) dan persamaan (15), diperoleh

n 2
Zuu B Un+1+unun+2—1
Wi+l — .
2A
=0

Sehingga diperoleh bentuk umum untuk Z u;u; 1 dan Teorema 9 terbukti. O
=0
Berdasarkan Teorema 9, untuk A = 1, diperoleh generalisasi persamaan (4),
yaitu

u F? F,F,o—1
Z FiFyy, = i 2
- 2
=0
dengan F;, adalah suku ke-n dari barisan Fibonacci.

5. FUNGSI PEMBANGKIT UNTUK u,t,+1 DAN w2

Pandang persamaan (5). Kemudian akan dikonstruksi fungsi pembangkit untuk
UpUpi1 - Misal

g(x) = Z UpUp 12" (18)
n=0

Kemudian dengan mengalikan persamaan (18) terhadap usz, uzx?, dan z*, diperoleh

2 3 4
usrg(r) = UpuiuzxT + UTUUZT + UUzU3T® + UsUAUZXT" + - -+ (19)
2 2 3 4 5
usx g(x) = UgULU3T"~ + UTUU3T" + U2UUIT ™ + UIULUIXL" + + - -, (20)
3 3 4 5 6
r°g(x) = upurx® + ugusx” + uguzx”® + ugugr’ + - - - . (21)

Selanjutnya persamaan (18) dikurangi persamaan (19), (20) dan ditambah per-
samaan (21), diperoleh

(1 — usz — uzx® + 2°)g(x) = ugus + (urtty — upuius)x + (Ugtiz — U UsU3 — ULy U3 )T
4+ 4 (unun+1 — Up—1UpU3 — Up—2Up—1U3
+ un73un72)xn + PN

=0+ Uz +0+0+ -+ 0+

x) = _.
9(x) 1 — usr — ugx? + 23
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Berdasarkan g(x) pada persamaan (18), maka persamaan (22) adalah fungsi pem-
bangkit untuk w,u, ;. Selanjutnya dengan cara yang sama, akan dikonstruksi fungsi
pembangkit untuk w,u, 2. Misal

h(z) = Zununwx‘". (23)
n=0
Kemudian dengan mengalikan persamaan (23) terhadap uzx, usz?, dan z*, diperoleh
usth(z) = Uguous® + uyususe? + uguguse® + usususr® + -+ (24)
us?h(z) = ugugusr® + uyususr® + uougusr® + usususr® + - - - (25)
2Ph(z) = ugugr® + urusr® + ugugr® + ugusz® 4+ - (26)

Selanjutnya persamaan (23) dikurangi persamaan (24), (25) dan ditambah per-
samaan (26), diperoleh

(1 — usx — uzx® + 2°)h(x) = uous + (urus — Uguaus)x + (Ugtly — U UsU3 — UgUoU3)T>
+ - (UpUpge — Up—1Upp1Us — Up_oUyUs
+ Un—3un—1)513n 4+ ...
=04ugz—2°+ 04 +0+--

usr — x?

h(z) = (27)

1 — usz — ugx? + 23

Berdasarkan h(z) pada persamaan (23), maka persamaan (27) adalah fungsi pem-
bangkit untuk w,u,.s. Jika diambil A = 1, maka persamaan (27) menjadi

> 20 — x?
FnFn "= )
nZ:% +2% 1 —2x — 222 + 23

yang merupakan fungsi pembangkit untuk £, F,,. o pada barisan Fibonacci.
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