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ABSTRACT

This article discusses how to obtain eigenvalues and their corresponding eigenvectors of
tridiagonal matrices, of the form

-a+b ¢, 0 0 - 0
a, b ¢, 0 0
0 a b
: : R .G
0 oo 0 @, -p+b

where «, 8 , bare number complex and o is mapping from a set of integer from 1 to
n-1 into a nonnegative integer.
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ABSTRAK

Artikel ini mendiskusikan cara menentukan nilai eigen dan vektor eigen yang
bersesuaian dari matriks tridiagonal berbentuk

-a+b ¢, 0 0 - 0
a, b ¢, 0 0
0 a, b
: : N
0 e 0a,  —f+D

dengan «, 3 ,b bilangan kompleks dan o adalah pemetaan dari himpunan bilangan
bulat 1 sampai n—1 ke himpunan bilangan bulat yang berbeda dengan nol.

Kata kunci: Nilai eigen, vektor eigen, matriks tridiagonal.

1. PENDAHULUAN

Matriks adalah himpunan bilangan-bilangan yang disusun secara empat persegi panjang
menurut baris dan kolom. Dalam matematika matriks dapat digunakan untuk menangani
model-model linear, seperti mencari penyelesaian sistem persamaan diferensi dengan
himpunan-himpunan dari beberapa persamaan diferensi yang diubah ke dalam bentuk
matriks, sehingga bentuk matriks tersebut dapat diubah ke dalam bentuk persamaan
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nilai eigen atau nilai karakteristik dengan matriks yang berukuran nxn (matriks bujur
sangkar). Pada artikel ini penulis akan membahas tentang menentukan nilai eigen dan
vektor eigen dari matriks tridiagonal yang berbentuk

—a+b ¢, 000 -« 0
a4 b 0 - 0
0 a b "~ :
Ao o o
)
| 0 a, -f+b
dengan «, 8 dan b bilangan kompleks.
) - N
Misalkan bahwa a;c; ={d12’ J__ganj'l i=12,..., (1)
d;, J=genap

dengan d,,d, merupakan akar-akar polinomial karakteristik. Jika o adalah pemetaan
dari himpunan bilangan bulat 1 sampai n—1 ke dalam himpunan bilangan bulat yang
berbeda dengan nol (N*) dan dinotasikan menjadi matriks

—a+h e, 000 - 0
a, boc 0 - 0
0 a b o

_ 7 : (2)
T
0w o 0 a -peb

Tulisan ini merupakan review sebagian artikel S. Kouachi yang berjudul “FEigenvalues
and Eigenvectors of Tridiagonal Matrices ’[2].

2. Menentukan Nilai Eigen dan Vektor Eigen dari Matriks Tridiagonal
Sebelum mendiskusikan penentuan nilai eigen dan vektor eigen dari matrik pada
persamaan (2) terlebih dahulu diberikan definisi tentang nilai eigen dan vektor eigen.
Definisi 1 [1:h.277] Misalkan A adalah matriks berukuran nxn ( dengan elemen-
elemen real atau kompleks ), maka vektor tak nol x di dalam R" dinamakan vektor
eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari X, yakni,

AX = AX,
untuk suatu skalar A ( real atau kompleks ). Maka A4 dinamakan nilai eigen atau nilai
karakteristik dari A dan x dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A .

Selanjutnya akan dibahas nilai eigen dan vektor eigen dari matriks tridiagonal

(2) yang mana untuk kasus « = =0 matriks An(a) dan polinomial karakteristiknya

A, (o) dinotasikan berturut-turut dengan A°(c) dan A° (o) dan untuk kasus « = 0 dan

S # 0, dinotasikan berurut-turut dengan A, dan A, . Untuk menentukan nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tridiagonal (2) terlebih dahulu dinyatakan
Y?=d? +d?+2d,d,cos@ dengan Y =b— 1, (3)
dan untuk pembahasan lanjutan diperlukan Teorema 2 berikut.
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Teorema 2 [2] Asumsikan d,d, =0, nilai eigen dari matriks A, (o) yang diberikan
persamaan (2) adalah bebas dari entri-entri (a,,c;,i=1..,n—1) dan bebas dari

pemetaan o selama kondisi persamaan (1) terpenuhi, dan polinomial karakteristik

diberikan oleh

d,d, (Y —a — B)sin(m+1)8 + (afY —ad? — pdZ)sinme (4)
sin @

bila n=2m+1 adalah bilangan ganjil dan

An = (dldz)lrm1

d,d, sin(m+1)8 + [af +d2 — (a + B)Y Jsinmo + aﬂg—lsin(m ~1)0
2

(%)

A, =(d,d,)™"

sin @
bila n =2m adalah bilangan genap.
Misalkan komponen vektor eigen 1™*)(c), k =1,...,n yang bersesuaian dengan

nilai eigen 4,, k=1,...,n dan dinotasikan dengan ,u(k)(a), j=1...,n adalah solusi dari

i
sistem persamaan linear
(Ca+&)m) +e, u) =0

a i)+ &)+, W) =0

(6)

8, i+ (= p+ &)y =0,
dengan &, =Y diberikan oleh persamaan (3) dan 6,, k=1...,n adalah solusi dari
persamaan
d,d, (&, —a— B)sin(m+1)6, +(@pé, —ad? - A2 )sinmé, =0 (7
bila n=2m+1 adalah bilangan ganjil dan
d,d, sin(m+1)g, + [aﬂ+ dZ —(a+ B, ]sin mé, + aﬂ:—lsin(m -1)9, =0

bila n =2m adalah bilangan genap.

Karena sistem persamaan (6) bergantung linear maka dengan mengeliminasi
persamaan pertama pada sistem (6) diperoleh sistem persamaan berukuran
(n—1)x(n—1), yang dalam bentuk matrik diberikan oleh

S 6 0 0 YY) (e,

a, & :ua(k) 0

0 .o 0 S P (8)
Do Co, . : :

0 0 a,, (A+&)\ul 0

Berdasarkan persamaan (4) dan (5) untuk « =0 dan n diganti dengan n—1 diperoleh
determinan dari sistem (8) , yaitu
AR~ (d,d, )™ d,d, sin(m+1)6, +|dZ — B&, Jsinme,
no AT sin 6,
bila n=2m+1 adalah bilangan ganjil dan
(& — B)sinme, —ﬁj—lsin(m -1)8,

AY =(d,d,)"* 2
n-1 ( 1 2) Sin gk

bila n =2m adalah bilangan genap, untuk semua k =1,...,n.
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Penyelesaian sistem persamaan (8) menggunakan Aturan Cramer diperoleh

(k)
ygk)(a)zrjA(k()a), i k=1..n, (©)
n-1
dengan
& ¢, O a, O 0
a, & 0 0
o - Co,
L
0 e 0
: : - : oy C,
0 0 0 a, (=B+&)

j=2,..,n, k=1..,n. Dengan mempertukarkan j—2 kolom pertama dengan j-1
kolom pertama dan menggunakan sifat determinan diperoleh
AW
,ugk)(a)z (—ZI.)Jf2 AJ(O-), j=2,..,n, (10)

n-1

dengan A%(c) merupakan determinan dari matrik

(k)
C(_k)(o_): TH(O') 0
’ 0 sk
dengan
a, ¥ & ¢, 0 - 0
0 a,, A :
: . . 0]
(k) —
Tj’l(g)_ (0] Co
: 0 o . . &
(0] een .. (0] ag]il
adalah matriks supertriangular berorde j—1 dengan diagonal (_ a_u® a_ . a, )
dan
gk CUJ . 0 0
a, ., .o :
sW(e)=| 0 . o 0
C, .
0 - 0 a, (£+&)

adalah matriks tridiagonal berorde n— jyang berbentuk persamaan (2) dan memenuhi
kondisi (1). Jadi

‘Cgk)(aj = ‘Tj(fl) (0'1‘85,5)] (O'j (11)
=-a_ ..a, A,
untuk j=2,...,n dan k =1,...,n, dimana A(rffj(a) diberikan oleh persamaan (4) dan (5)
n—j

untuk =0 dan n—1 diganti dengan n— j dan misalkan - x sehingga diperoleh

persamaan berikut
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w1 d,d, sin(x +1)0, + (d? — p&, )sin x6, i ganjil
sin 6, (12)

: 1 d, . (. 1
(&, —ﬂ)sm(x +2j¢9k —,li'dlsm(x Zjek
sin 6,
jika n bilangan ganjil, untuk semua j=2,...,n dan k =1,...,n. Subtitusikan (11) dengan

(12) diperoleh

(d.d,)

(0 _
AW =

1
(d,d, )2 , j genap

A
AV,
Subtitusikan juga persamaan (9)-(13) sehingga diperoleh
d,d, sin(x +1)9, +(d? — B&, )sin x6,

. (n+1 . n-1 + Jganjil
dldzsm[ > j¢6’k+(dl —ﬁgk)sm 5 O, (14)

() ) ®)
#e) = w1y (o) (&, —ﬁ)sin(x+£j¢9k —ﬁd—zsin[x—ijek
T3 2 d, 2

1v2
d,d, sin[nzljak + (dl2 — BE, )sin n;

jika n ganjil, dan untuk semua j=2,...,n dan k=1,...,n dengan
()= d, [ a, .a, =21, (15)
£, =Y dan 6, masing-masing diberikan oleh (3) dan (7).

Kasus khusus untuk kasus pada matriks tridiagonal A, (o) ketika n ganjil:
Misalkan dinyatakan

pj(a):(—,/dldz)nil,uj(a), j=1...,n (16)
dengan u,(c) diberikan persamaan (15).

(k)

W9(e)=(-D)"a,, .8, ul j=2,..n dank=1..n. (13)

» J,genap

1

O,

Selanjutnya nilai eigen dan vektor eigen dari matriks tridiagonal A, (o) diberikan pada
Teorema 3.

Teorema 3 [2] Jika a=p=0, maka nilai eigen A (o), k=1..,n dari matriks
tridiagonal A, (o) yang diberikan persamaan (2) adalah bebas dari entri-entri
(a,,c;, i=1..,n—1) dan bebas pemetaan o selama kondisi persamaan (1) terpenuhi

dan diberikan oleh
b++/d2+d? +2d,d, cos 6, .k =1,....m

A ={b—.Jd? +dZ +2d,d, cos 6, .k =m+1,....2m"
b, k=n

Vektor eigen yang bersesuaian ,u(k)(a)=(,u1(k)(0'),...,yn (a))t, k=1..n-1
diberikan oleh
d,d, sin(x +1)9, +d/sinxé,, jganjil
ui(e)=p; (G){

Jd,d, (b— 24, )sin(x + ;j@k, jgenap

dan
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(o) = {a"’"a"“(‘dzz)x’ j ganiil,

Hj .
0, jogenap,
j=1..,n dengan p,(c) diberikan oleh persamaan (19) dan
Zk—” k=1..m
0, = n+1’ .
2(k — m)ﬂ' 1. 2m
n+1 =~ 7

Bukti : (Lihat [2]).

Teorema 4 [2] Jika a¢=d, dan g=d, atau f=-d, dan a=-d,, nilai eigen
A, (o), k =1,...,n dari matriks yang berbentuk A (o) yang diberikan persamaan (2)
adalah bebas dari entri-entri (a;,c;, i =1,...,n—1) dan bebas dari pemetaan o selama
kondisi persamaan (1) terpenuhi dan diberikan oleh
b+Jd2+d2+2dd cos 6, ,k =1,...,m,
A \/d +dJ +2d,d, cosg, .k =m+1,...,2m, a7
b—(ar+ ). k

Vektor eigen yang bersesuaian y(k)(a)z(ul(k)( )... ,,U,(] (o )) k=1...,n diberikan oleh
d, sin(x +1)8, +[d, —b+ 4, [sin x6,, jganjil

1 (@)=p;(e _\E{(d —b+ 4, )sm[x+2j¢9 +d sm[ ;jek} j genap ()

k=1...,n-1dan
11 jganji|1
M () =
(o)=p, d, .
“e)=pi( —£, joenap
d,
j=1...,n, ketika « =d,dan g=d, dan

d, sin(x+1)6, +[d, +b—2, ]sin x6,, j ganiil
w2 (e)=p;(c

/d [(d +b— /1k)S|n(x+ je +d sm(x—;j k}J'ge”ap
1
11 jganjil’

() _
OO [0 g
1

j=1...n ketika B=-d,dan a=-d,, j=1..,n dimana p,(c) diberikan oleh (16)
dan

(19)

k=1.,n-1 dan

o, = n B : (20)

n
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Bukti : Pertama, ditunjukkan nilai eigen dipersamaan (17) untuk « = =0 dan kondisi
(1) terpenuhi, sehingga 4 =4, dan € =46, , dan (3) menjadi
Y?=d}+d? +2d,d, cos 6,
(b4, No—4,)=d} +d? +2d,d, cos 6,
22 —(2b)A, +b? —d} —d? —2d,d, cos 6, =0
o —(~2b)# /(- 2b)* —4.1(b> —d? —d? —2d,d, cos 6, )
K 2
=b+./d +d? +2d,d, cos b, ,
A, =b-Y

A, =b—Jd? +dZ +2d,d, cos 6,
A, =b—+B%+a? +2Bacosb,

ﬂ’n =b- (ﬁ+a)2
A, =b—(a+p) k=n

Jadi

b+./dZ+d?+2d,d,cos6, ,k=1..,m

A ={b—Jd2 +dZ? +2d,d, cos6, .k =m+1..2m.
b—(c + B) k=n

Selanjutnya akan ditunjukkan eigen vektor yang bersesuaian dengan nilai eigen
persamaan (17). Dengan menggunakan persamaan (14) untuk « =d,, g =d, dan

1 =(- ., )"‘l{ol2 sin(%ﬂjek +]d, ~b+ 4, ]sin(nT_ljek}

Jika j ganjil maka

ol did, sin(x+1)6, +(dZ - & )sin x6,
1
dd, sin(”;lJek (02— pe, )sin(n;ljek

karena & =Y =b— A, diperoleh

19(6)= 1, (o) Jd,d, )“{ol2 sin(”T”jek +[d, -b+ ﬂk]sin(nT_ljak}

1 (o) = p;(0)u

d,d, sin(x +1)6, +(d, —b+ 4, )sin x6,
d,d, sin(nz_ljek +(d, —b+ 4, )sin[nz_l)ek

dari persamaan (16) diperoleh
1 (c)=p;(o)d, sin(x+1)8, +[d, b+ 4, Jsinx6, ).

JOM EFMIPA Volume 2 No. 1 Februari 2015 200



Jika j genap maka

karena &, =Y =b—A4, diperoleh

2
(b- 4, —dl)sin(x+ ;jak —dld—z ; ek
a.d; 1 -1
dldzsin(”;jek +(d,—b+2,) 7 0,
dari persamaan (16) diperoleh
‘ugk)(o'):pj(()'{— fj—{(d b+ A, )sm(x+;j€ +d sm( —%j&k}
1

Jadi
d, sin(x+1)8, +[d, —b+ 4, Jsin x6, , j ganjil

®(5)= o i '
#(0)=p,(o _\/3: (dl—b+/1k)sin(x+%j6’k +d23in(x—%j9k}jge”ap
1L

Dengan cara yang sama akan ditentukan untuk g =-d,, a« =-d, dan

1l = (_ [d,d, )n_l d, sin(nTHJek +[d, +b —ﬂk]sin(nT_ljek} .

Jika j ganjil maka

d,d, sin(x +1)g, +(d;] - sin x6,
lugk)(o_):luj(o_)lu(k) 1 ( ) ( ﬁgk)

' n+1 n-1
d,d sm( > j ( ,Bfk)sm[ 5 j@

karena &, =Y =b—A4, diperoleh
= 1,(0)- Jd.d, )”‘{d2 sin[”T”jek +[d, +b- 2, ]sin(nT_ljﬁk}

d,d, sin(x +1)9, +(d, —b + 4, )sin x4,
d,d, sin(nz_l)ﬁk +(d, ~b+4, )sin(n;lj@k
dari persamaan (16) diperoleh

1(e)=p,(c)d,sin(x +1)6, +[d, +b -2 Jsinx6,).

JOM EFMIPA Volume 2 No. 1 Februari 2015 201



Jika j genap maka

ﬂ)sm( ;j sm( ;j@k

d .d sm(n jek + d2 ,Bék)sm[nzlje

karena &, =Y =b— A4, diperoleh

:yj(a)(—M)n_l{dzsin(n—ﬂjﬁ +[d, +b -4 ]sm(n2 1)94

2
: d, . 1
(b- 4, —d1)3|n(x+2j9k —dldjsm(x—zjek
d

d,d, sin(”;l)ek +(d, —b+ A, )sin(n;ljek

dari persamaan (16) diperoleh

19(0)=p, (a{\/%{(dl tb-2, )sm[xgljek +dzsin[XT_1j6’k D

d, sin(x+1)8, +[d, +b— 4, ]sin x4, j ganjil

(k)
'uJ ( ) pj (O- \/3:|:(d1 +b- )lk )Sin(X + %jek + dz Sin£X - %jek j|’ J genap .
1

Untuk membuktikan 6, pada persamaan (20) digunakan persamaan (5) dan
nilai « = B =0 diperoleh sinmg, =0 maka Y =0, sehingga
sinmg, =0
sinmg, =sin0
mé, =0+kr
kz

g ="
K m

-

d,d,

Jadi

dengan m :g sehingga 6, menjadi

g, - 2k7r K=1..
n
Jika k=m+1....2m
2(k —m)z

0, = -

k=m+1,..2m.

Jadi
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Teorema 5 [2] Jika a¢=-d, dan p=d, atau g=-d, dan a=d,, nilai eigen
2, (o), k =1,...,n dari matriks berbentuk A (o) yang diberikan persamaan (2) adalah
bebas dari entri-entri (a;,c;, i =1,...,n—1) dan bebas dari pemetaan o selama kondisi
persamaan (1) terpenuhi dan diberikan oleh
b++/dZ+d? +2d,d, cos 6, ,k =1,...,m,
A ={b—./d? +d? +2d,d, cos 6, .k =m+1,...,2m,
b—(a+p) k=n.

Vektor eigen 1" (c))=(1¥(0),.... (o)), k =1,...,n diberikan oleh (18) dan

j-1
(-1)z, jganjil,
w(o)=p,(c

j+2

GOV jeenan,
i=1..,n, ketika « =—d,dan g =d, dan (19) dan

1)z, jganiil,

(n) _
w(o)=p(c -
: : }(;i(—l)i joenap ,

j=1...,n ketika p=-d, dan a=d, , dengan p, (o) diberikan oleh (16) dan

(2k—1)7z, ‘=
(2(k —m)—l)zz,

0, =
k=m+1..,2m

Bukti : dapat diperoleh sengan cara yang sama seperti Teorema 4.

Contoh
5-4J2 54i 0 0 0 0 0
—i 5 -16 0 0 0 0
0 -2 5 6 0 0 0
Ale)=| o 0 -9 5 -8iv2 0 0
0 0 0 22 5 —18i 0
0 0 o0 0 3i 5 242
0 0 o0 0 0 8-8i 5-3J6
dengan

4 _]d =49 j=ganil h-5 =42 dan B=3.6.
" ld2 =49 j=genap

Nilai eigen yang diperoleh dari matriks di atas dengan menggunakan persamaan (17)
adalah
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/11=5+\/( J6) +(av2 )2+2(3fX4f)cos7—5+1173 16,37

A, = 5+\/(3J€)2 +(av2) + 2(3\/§X4«/§)cos7ﬁ ~5+8,23=13,23

Jy =5+ \/(3\6)2 +(av2f + 2(3£X4ﬁ)cos6—” ~5+337 =837

Ay =5 \/(3«/6)2+(4\E)2 +2(3fX4f)cos— ~5-1173=-6,73

A =5- \/(3£)2+(4ﬁ)2+ (3fX4f)cos—_5 8,23=-3.23

/16=5—\/( V6 ) +(av2) + (3fX4f)cos—_5 337 =163

—5-(3/6+442)=5-1299= 7,99,
dan vektor eigennya yaitu:
untuk 2, =16,37

CD

wV(e)=(=7)° [7 sin % +18,73sin— | = (117649)(1,18) = 138825,82

N \I

w(o)= (- 7)5( [18 73sin 67 +7sin == | |=(~16807)—0,98) =16470,86

1P ()=(=7) [7 sin 67” +18,73sin

‘ I

\‘-b
\_/\ /\_/

= (2401)(0,81) =19448,1

3y N

\1"\’
A
;/

uP(e)=(- 7)3[— [18,735in 47” +7sin — (—343)(—0,61) = 209,23

wP(e)=(=7) [7sin 47” +18,73sin = (49)0,45) = 22,05

s
\_/

=(—7)X-0,26)=182

o N
Ne—

uP (o) = (- 7)1(— (18,73sin 27” 4+ 7sin

;/

uW(e)=(— 7)0(7S|n 27 +18,73sin 0 | = 0,098,
138825,82
16470,86
jadi vektor eigen untuk g, yaitu | 194481
209,23
22,05
1,82
0,098

dan untuk vektor eigen lainnya dicari dengan cara yang sama.
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