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ABSTRACT

This article discusses methods to define the degrees of the graph vertex. These methods
include union, intersection, and difference symmetric from vertex set. Based on this
definition the relation between the degrees of the graph vertex and vertexset is obtained.
An example is given to illustrate the implementation of the methods.
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ABSTRAK

Artikel ini membahas metode untuk menentukan derajat verteks dari sebuah graf.
Metode ini meliputi gabungan, irisan,danbeda simetris dari himpunan. Berdasarkan
definisi, antara derajat verteks graf dan himpunan verteks juga diperoleh hubungan
dengan membuktikan beberapa perluasan dari derajat verteks. Sebuah Contoh disajikan
untuk memperlihatkan implementasi dari metode yang dibahas.

Kata kunci: Derajat verteks, himpunan verteks, gabungan, selisih dan beda simetris.

1. PENDAHULUAN

Teori graf merupakan bagian dari matematika yang telah tua usianya, namun masih
dipelajari hingga sekarang. Graf adalah diagram tertentu yang memuat informasi jika
dipahami secara tepat. Salah satu konsep pada graf sederhana adalah derajat verteks
G = (V,E) yaitu dengan V adalah verteks graf dan E adalah sisi, yang dinotasikan
dengan d(v;) atau d; (v;) dengan v; € V yang menunjukkan banyaknya verteks v; € V
bersisian dengan v; € V, untuk v; # v; (i = 1,2,...,n,j = 1,2,...,m). Derajat verteks
graf d ; (v;) merupakan konsep yang sudah lama dikenal dan dipelajari hingga sekarang
menjadi sebuah ilmu pengetahuan yang sangat bermanfaat dalam kehidupan nyata.

Pada tahun 1736 seorang ahli matematika berkebangsaan Swiss bernama Euler
dapat memecahkan masalah jembatan Konigsberg yang mana apakah mungkin melalui
ketujuh buah jembatan itumasing-masing tepat satu kali, dan kembali lagi ke tempat
semula [4]. Euler adalah orang pertama yang berhasil menemukan jawaban masalah itu
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dengan pembuktian yang sederhana, ia memodelkan masalah ini ke dalam graf. Maka
menurut sejarah, masalah jembatan ini adalah masalah pertama kali menggunakan graf.
Di dalam uraian teori graf bahwa pada konsep derajat graf sering dipermasalahkan
tentang jumlah derajat setiap verteks pada graf, selanjutnya dengan menganalisa derajat
setiap verteks pada graf dapat ditemukan sifat-sifat hubungan antara verteks dan sisi,
dan beberapa teorema graf.

Adapun langkah pemecahan tersebut diselesaikan dengan didasari atas teorema
tentang derajat verteks. Selanjutnya berdasarkan [2] dapat mendefinisikan konsep baru
pada graf sederhana G = (V, E), yaitu derajat verteks graf terhadap himpunan verteks A
yang menunjukkan banyaknya verteks dalam A bertetangga dengan verteksv; € V. Hal
yang menarik untuk diperhatikan pada konsep baru tersebut adalah verteks v; € A tidak
selalu harus v; € V. Oleh karena itu dapat terjadi A merupakan hasil operasi dari
beberapa himpunan verteks. Selain itu dapat dibentuk juga graf G adalah hasil operasi
penjumlahan dari dua graf G,dan G,. Selanjutnya di dalam artikel ini akan diteliti
hubungan antara derajat verteks graf d; (v;) dan derajat verteks graf terhadap himpunan
verteks A, d,(v;))Vv; € V.

2. DERAJAT VERTEKS GRAF DAN DERAJAT VERTEKS PADA
HIMPUNAN VERTEKS

Derajat verteks graf terhadap himpunan verteks merupakan konsep baru dari graf,
himpunan, graf dan derajat verteks graf merupakan dasar dari derajat verteks terhadap
himpunan verteks dan didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 1[4, h. 48]Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang berbeda.

Definisi 2[3, h.1] Sebuah graf G (V,E) terdiri dari dua bagian:
(1). Sebuah himpunanV = V(G)memiliki elemen-elemen yang dinamakan verteks,
titik, atau node.
(ii). Sebuah himpunan E = E(G) merupakan pasangan terurut dari node-node yang
berbeda dinamakan ruas atau edge.
Definisi 3[1, h. 14]MisalkanG = (V, E)adalah graf sederhana dan A adalah sebarang
himpunan verteks. Derajat verteksv; € V pada graf G terhadap A adalah jumlah
verteks A yang bertetangga (adjacent) dengan v;. Derajat ini dinotasikan dengan d,(v;).
Berdasarkan Definisi 3 dapat diketahui bahwa
1. JikaAd = @ maka d,(v;) =0,Vv; €V.
2. JikaA =V maka d,(v;) = d(v;),Vv; € V.
Selain itu derajat verteksv; € V terhadap A, d,(v;) dapat diketahui A € V atau A ¢ V,
dan dari Definisi 3 dapat dikatakan d,(v;) =0, bila ANV = @, dand,(v;) = d;(v;),
bilad =V.
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Contoh:
Diketahui graf G = (V, E)adalah graf sederhana dan jika A = {v,, v5, vs, v,}, Berapakah
derajat verteks pada graf A yang tampak pada Gambar 1?

U3 ® VU, ® Us
® Us
v, @ V2 ® Uy

Gambar 1. Graf Sederhana

Penyelesaian
Berdasarkan Definisi 3 diperoleh,
ds(vy) =1, dy(vy) =2, ds(v3) =1,
ds(vy) = 1, ds(vs) =0, ds(ve) = 2, ds(v;) = 0.

Selanjutnya berdasarkan Definisi 3 juga diperoleh
I. Jika A adalah himpunan verteks maka,
da(v)) < dg(vy),v; EV.
ii. Jika A adalah himpunan verteks maka,
dG (UL') = dA(vi) + dAl(Ul'), VUL' ev. (1)
Untuk A’ adalah komplemen A.

Selanjutnyadiperoleh,

2q = ZvieA d(v;) = ZviEA da(v;) + ZvieAl da(vy). (2)
Sedangkan g adalah jumlah selisih pada graf G.
ii. ZvieA da(vy) = ZvieAr da(vy). 3

3. DERAJAT VERTEKS PADA OPERASI DUA HIMPUNAN VERTEKS

Pada Bagian 3 ini diuraikan hubungan derajat verteks G dan derajat verteks pada
himpunan verteks A sebagai berikut.

Teorema 4[2] Jika G = (V, E) adalah graf sederhana dan A himpunan verteks maka

ZviEV da(vy) = ZvieA d(vy).
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Bukti:

Perhatikan Xv,ev da(v;). Jika A = V maka d,(v;) = d(v;) Yv; € V, sehingga
Z‘U,:EV dA (vl) = ZU,:EA d(vl)a
Karena pada himpunan verteksy — AU A’

Yviev A (V) = Lpev da (i) + XLoev das (v1), (4)
Berdasarkan persamaan (4), maka pada persamaan (5) diperoleh
Lvev da(Wi) = Xpealda(wi) + dy (V)] (5)
Dengan mensubstitusikan persamaan (3) ke dalam persamaan (5) maka diperoleh
ZU,:EV dA (vl) = ZV,:EA d(vl) u

Selanjutnya diberikan sifat-sifat derajat verteks pada operasi dua himpunan, masing-
masing operasi gabungan, selisih dan beda simetris.

3.1 Operasi Gabungan Dua Himpunan Verteks

Teorema5[2] JikaG = (V, E) adalah graf sederhana, maka himpunan verteks A dan B
adalah

Zviev daup(v;) = ZviEV ds(vy) + Zviev dg (v)) — Zviev dans (Vi)
Bukti:

Jika Xy ep dayp (v;) adalah jumlah derajat verteks graf G himpunan verteks A U B,

dan X.,.cang d(v;) adalah jumlah derajat verteks G maka menurut Teorema 4 diperoleh

Zviev daup(v;) = ZviEAUB d(vy). (6)

Karena E(AU B) = E(A) + E(B) — E(A n B), maka pada persamaan (6)
diperoleh.y, ey daus (v) = Yvev da(v) + Xyev dp (w) — Yvev dang (V). ®

Perhatikan kembali Teorema 5, jika A N B = @, maka
Zviev daup(vy) = ZvieA d(vy) + ZvieB d(vy).

Karena 2viev dang (Vi) = 0.

3.2 Operasi Selisih

Teorema 6[2] Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana jika A dan B dua himpunan
verteks maka

ZviEV dy_g(vy) = ZviEV d,(v;) — ZviEV dang(vy).
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Bukti:
Jika ey d4—p(v;) adalah jumlah derajat verteks G terhadap selisih dua himpunan
verteks dan Y., e d(v;) adalah jumlah derajat verteks graf G maka menurut Teorema
4 diperoleh

ZviEV da-p(vi) = ZvieA—B d(vy).

Karena E(A — B) = E(A) — E(A n B), maka dari persamaan di atas diperoleh
ZviEV da-g(v;) = ZvieA d(v) — ZvieAnB d(vy),

= Zviev da(vi) — Zviev dans (Vi) (7)

Dari persamaan (7) terbukti bahwa

Zviev ds—p(vy) = ZvieV dy (v;) — Zviev danp (V) u

3.3 Operasi Beda Simetris

Teorema 7[2] Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana. Jika A dan B dua himpunan
verteks maka,

Yviev dans (V) = Xp,ev da(Wy) + Xpev dp (V) — 2 Xpev dang (V).

Bukti:
Jika Xpev dapp(v;) adalah jumlah derajat verteks G terhadap himpunan verteks

dan X,.canp d(v;) adalah jumlah derajat verteks, maka menurut Teorema 4 diperoleh.
ZviEV dang = ZviEAAB d(vy).
KarenaE(AAB) = (A—B)+ E(B—A)
Maka dari persamaan diatas diperoleh
Yivev Aang = Zviea-p A(Wy) + Lv,p, A0,
= ZvieA d(v;) — ZviEAnB d(vy) + ZviGB d(v;) — ZviGBnA d(vy),
= Zviev d(vy) + ZviEB d(v;) —2 ZvieAnB d(vy) .

Dari persamaan diatas terbukti bahwa
ZviEV dang = ZviEV ds (vy) + Zviev dg(v;) — 2 Zvie dang (Vi) u

Contoh
Diketahui sebuah graf G = (V,E), dimana V = {v,,v,,v3, v},
dan E = {(Ul' Uz), (Ul' Ug), (Ul, U4_)}. Misalkan A = {171, 172, 173}, B = {173, ‘U4}.
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Selanjutnya dapat direpresentasikan dalam bentuk graf,

Uy

Gambar 2. Graf Sederhana

Maka dengan menggunakan Teorema 5dihasilkan
Zviev daup(v)) = ZviEV ds(vy) + ZviEV dg (v)) — ZviEV dans(Vi),
=2+2+2+2)+Q2+1+1+1D)+B+2+3+2),
=8+ 5+ 10,
= 25.
Selanjutnya dengan menggunakan Teorema 6, dihasilkan
Zviev da-p(v;) = ZviEV da (v) — Zviev dang (V1)
=Q2+2+2+2)+(B3+2+3+2),
=8 + 10,
= 18.

Terakhir dengan menggunakan Teorema 7, maka
Yviev dans (V) = Xpev Aa(y) + Yper dp(v) — 2 X ev danp (),
=2+2+2+2)+Q2+1+1+1)+2B+2+3+2),
=8+ 5+ 2(10).
=13 + 20,
= 33.

4. KESIMPULAN

Pada graf G = (V, E) dapat didefinisikan dengan sebuah himpunan V memiliki verteks-
verteks dan sebuah himpunan E yang memiliki pasangan sisi atau edge secara terurut,
Derajat verteks terhadap satu himpunan verteks A yang dinotasikan dengan d,(v;),
Vv; €A, jikav; € Adan v; € AnV maka diperoleh d,(v;) = 0, dan derajat verteks
terhadap satu himpunan A dapat diperluas dengan operasi himpunan verteks, yaitu
gabungan, selisih dan beda simetris himpunan verteks. Selain itu dari definisi juga
didapatkan hubungan antara derajat verteks graf yang baru dengan derajat verteks biasa.
Oleh karena itu derajat verteks graf terhadap himpunan verteks d,(v;) dapat berguna

bila bertujuan untuk membatasi derajat verteks d(v;).
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