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ABSTRACT

This paper discusses an algorithm to determine the power of a square matrix, A, without
computing its eigenvalues. The algorithm can be used to compute A™, for each real
number n which is greater or equal to two.
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ABSTRAK

Artikel ini membahas sebuah algoritma untuk menentukan perpangkatan matriks bujur
sangkar, A, tanpa harus menghitung eigenvalue matriks tersebut terlebih dahulu.
Algoritma yang dipergunakan dapat digunakan untuk menghitung A™ dengan n
bilangan bulat dan bernilai lebih besar atau sama dengan dua.

Kata kunci: polinomial karakteristik, teorema Cayley-Hamilton, dan algoritma
pembagian.

1. PENDAHULUAN

Perhatikan sistem persaman diferensi linear yang ditulis dalam bentuk sebagai berikut
x(n+1) = Ax(n),

dengan x(n) = (xl(n),xz(n),---,xk(n))T € R¥, A = (a;;)adalah matriks berukuran

k x k yang nonsingular, dan mempunyai solusi tunggal x(n) = A™, sebagaimana yang

dinyatakan dalam [4].

Menghitung perpangkatan matriks dapat menggunakan metode kesamaan
transformasi yang dinyatakan [3] dan beberapa algoritma diantaranya analog diskrit,
serta beberapa cara menghitung perpangkatan matriks seperti yang ditulis dalam [4].
Namun, semua cara yang digunakan tersebut menggunakan eigenvalue, yang artinya
menemukan nilai nol dari polinomial karakteristik dari A. Penghitungan polinomial
karakteristik dari Asulit diselesaikan untuk polinomial yang berderajat lima atau lebih.

Pada artikel ini dibagian dua dibahas mengenai polinomial karakteristik pada
matriks, kemudian dilanjutkan dibagian tiga menentukan perpangkatan matriks tanpa
menggunakan eigenvalue yang merupakan review dari artikel yang berjudul “Avoiding
Eigenvalues in Computing Matrix Powers” oleh Raghib Abu-Saris dan Wajdi Ahmad
[5].
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2. POLINOMIAL KARAKTERISTIK PADA MATRIKS

Bentuk polinomial karakteristik pada matriks yang merupakan dasar dari teorema
Cayley-Hamilton didefinisikan sebagai berikut

Definisi 1 (Eigenvalue dan Eigenvector) [1, h. 277] Jika Aadalah suatu matriks
berukuran k x kmaka sebuah vektor tak nol dalam R*disebut vektor eigen (eigenvector)
dari matriks A jika Axadalah kelipatan skalar dari xdapat ditulis
Ax = Ax, (D)

untuk skalar sebarang A. Skalar A disebut nilai karakteristik (eigenvalue) dari Adan
xdisebut vektor eigen dari Ayang bersesuaian dengan A.

Berdasarkan Definisi 1, untuk mencari nilai karakteristik (eigenvalue) matriks
Apersamaan (1) dapat dibentuk menjadi

Ax = Alx,
atau
(AU —-A)x =0. 2
Lihat persamaan (2), nilai karakteristik A dapat ditentukan dengan menetapkan
det((1l — A) = 0. 3)

Persamaan (3) dinamakan persamaan karakteristik dari matriks A. Selanjutnya dapat
ditulis menjadi

p(A) = det(Al — A) = AF + a1 A"+ -+ a11 + aq. (4)
Persamaan (4) disebut sebagai polinomial karakteristik pada A.

Teorema 2 (Teorema Cayley-Hamilton) [3, h. 119] Misalkan A adalah suatu matriks
yang berukuran k X kyang mempunyai polinomial karakteristik
p(A) =det(Al — A) = 2* + a1 A*" 1+ -+ a;1 + aq,

maka
p(D) =T15_,(4 - A1) =0,
atau
AR + ap_ AF Y + ap_,A¥ 2 + -+ ayl = 0.

Bukti:
Misalkan A adalah suatu matriks yang berukuran k x k dengan bentuk sebagai berikut

a1 Az 0 Qg

a a cee a

Ag1 Qg2 Qgk

dari matriks A diperoleh polinomial karakteristik

p(A) = det(Al — A) = ag + a;A + aA? + -+ + a1 AF71 + Ak,
Misalkan

E(A) =adj(Al —A) = Ey + E\A + -+ + Ej_1 A%,
dengan E; adalah suatu matriks persegi, untuk i = 0,1,2,---,k — 1.
Berdasarkan definisi determinan [1] diperoleh bahwa pada matriks A berlaku

(Al — A)adj(Al — A) = det(Al — A) I. (5)
Pada ruas kiri persamaan (5) diperoleh
(AU = Aadj(Al — A) = (Al — A)(Ey + E;A + -+ E_ AF D)
= AE, — AE, + A*E; — AAE; + A3E, — AAE,



+ o+ A¥E_ — AFYAE,
= —AE, + A(E, — AE,) + A%(E, — AE,)
+ + Ak_l(Ek_z - AEk—l) + AkEk_l.
Sedangkan dari ruas kanan persamaan (5) diperoleh
det(Al — A) = aol + a;Al + ayA%1 + -+ + ap_ A* 1 + K1,
Sehingga persamaan (5) menjadi
—AEy + A(Ey — AE,) + 2%(E, — AE,)
o+ ARTY(E Ly — AE_)ARE_1 = agl + a; Al + ayA%1
oot ap AT+ AR
Selanjutnya dengan menyamakan koefisien-koefisien diperoleh

—AEO = aol )
Eo - AEl == a11
E1 - AEZ : - a21 g (6)

Ey_» — AEy_1 = ag—41
Ek—l = I J
Jika matriks identitas pada persamaan (6) berturut-turut dikalikan dari Kkiri dengan
1,A, A2, -, A¥ diperoleh
—AEO = aol )
AEO - A2E1 = alA
A2E1 - A3E2 = azAZ

, - ()
ATy — A¥Ey_y = ap_ AFTY
AFE,_4 = A* J
Sehingga dari persamaan (7) bila kedua ruas dijumlahkan akan diperoleh
—AEy + AE, — A’E; + A*E; — A’E, + -+ AK'E,_, — A¥E,_,
+AKE,_y = agl + a1 A + a;A% + - + q_ AR + A

Maka
agl + 1A+ a,A? + -+ a1 AFT + AF = 0. O

Algoritma Pembagian 3 [2, h. 160] Jika f (1) dan g(4) adalah polinom atas F, dengan
g(A1) # 0, maka terdapat polinom gq(A) dan r(4) atas F, sehingga

f@) = g(Dq) +r(2), dengan (1) = 0,

degr(d) < degg(A).
Polinomial q(1) merupakan hasil bagi dan r(4) adalah sisa pembagian dari polinomial
f(A) dan g(4).

Bukti:

Ambil f(1) = ag + a;A + -+ + aA™, dan g(1) = by + byA + -+ + b, A™.

Jika g(1) # 0, maka b; # 0 untuk setiap i =0,1,---,n dan degg(1) =n. Jika
f(A) =0 maka q(1) =0, dan (1) =0, dan jika f(1) # 0 maka a,, # 0 sehingga
deg f(1) = m. Selanjutnya, tunjukkan q(4) dan r(1) dengan menggunakan induksi
pada m. Jikam < n, maka

fQ) =g 0+f@A).

atau



Jika qg(1) = 0 maka r(4) = f(1). Kemudian asumsikan m = n, jika m = 0 maka
f(A) = a, dan g(1) = by, sehingga
ag = by " bytay +0,
dimana q(1) = byta, dan r(1) = 0. Kemudian buktikan pernyataan deg f (1) = m,
karena fungsi polinomial f (1) yang memiliki pangkat terkecil m, maka
i) = f) — amby*x™ " g(R),
dimana deg f; (1) < deg f(4). Kemudian dalam polinomial f(1) terdapat polinomial
q1(4) dan r; (1), maka
f) =gMg1 (1) +11(2), dengan r1 (1) = 0,

atau
degr;(1) < deg g(4).
Kemudian
fQ) — ambyx™ g (D) = g(D)q: (D) +1,.(D)
’ f) = gDlamby'x™™ + (D] + 11 (D),
maka

q(A) = amby'x™ ™™ + q,(A) dan (D) = 1, (D). (8)
Persamaan (8) membuktikan bahwa gq(A1) dan r(4) ada. Untuk membuktikan
polinomial q(4) dan r(4) adalah polinomial khusus, buktikan bahwa g*(4) dan r*(4)
juga polinomial pada F, maka
fQ) =gNq" ) +r*(A),
dengan r*(1) = 0 atau degr*(1) < deg g(4), sehingga
g + 1) = g(Dg* () +r* (),

9D — g D] =r"(1) — (D). 9)
Ruas kanan dari persamaan (9) adalah nol dengan pangkat terkecil deg g(1) dan jika
ruas kiri juga nol dengan pangkat terkecil deg g(1), maka juga berlaku g(1) = q*(1). o

dan

3. MENENTUKAN PERPANGKATAN MATRIKS TANPA MENGGUNAKAN
EIGENVALUE

Teorema 4 [3] Jika A adalah matriks yang berukuran k X k dengan polinomial
karakteristikp(1) = A2* + X a;A/, maka A™ = Y521 b;(n)A’. Jika n = k, dengan
bj(k) = —a;jdan b;j(n) ditentukan secara berulang b;(n+ 1) = —a;b,_1(n) +
bj_1(n),(n =k, k +1,--+), dimana b_;(n) = 0.Jika n > k, b;(n) dapat diekspresikan
sebagai berikutb;(n) = (=1)""**1det(T;(n)),

dimana Tj(n) adalah matriks berukuran (n —k + 1) x (n — k + 1)

4G Gj-1 G2 = Gj-ntk
’I}(n)z 1 Ax—1 QAg_»2 o Aog—n |

dengana; =0,l=j—-1,j — 2,'---,.untuk setiap 1<o.

Bukti:
Diketahui A adalah sebuah matriks yang berukuran k x k dengan k = 2 dan misalkan
p(A) = A% + Zf;& ajlf' merupakan polinomial karakteristik dari A. Dengan



menggunakan Teorema Cayley-Hamilton yang dinyatakan Teorema 2 diperoleh
p(A) = 0 dan dengan Algoritma Pembagian yang dinyatakan Algoritma 3 diperoleh
A" = q,(A)p(A) + 1, (A) = 1,,(A), untuk n = k,
dimana g, merupakan polinomial khusus dan n, merupakan polinomial sisa yang
berderajat paling banyak k — 1. Oleh karena itu, perpangkatan matriks dapat dihitung
sekali pada saat koefisien n,, yang ditentukan. Oleh karena itu, tetapkan
() = XfZg b,
Karena A¥ = — Y27 a;(n)A/, untuk n = k diperoleh
bo(K)I + by (])A + by (K)A? + -+ + bj,_, (k) A*~1
= —(agl + 1A + a,A? + - +a;,_,AF D).
Selanjutnya, dengan menyamakan kofisien-koefisien diperoleh
by(k)I = —ayl
by (k)A = —a A
b,(k)A* = —a,A?

be—1 (A = —a_, AT
karena p(1) = p(4), maka
bj(k) = —aj,
untuk setiap j = 0,1,2, -+, k — 1.
Selain itu,
YhiZob(n+ 1DAS = A™ = AA" = YK by (n) AT+
= 2?:1 bj_1(n)A’
= b (W A* + X521 by (W) A
= —agby_ ()1 + Z?;ll[_ajbk—l(n) +b;_1(n)]A4/.
Selanjutnya, dengan membandingkan koefisien diperoleh
bj(n + 1) = —ajby_1(n) + bj_1(n), (10)
untukj =0,1,--,k —1dan b_;(n) = 0.
Persamaan (8) merupakan algoritma berulang untuk menghitung perpangkatan matriks
tanpa menggunakan eigenvalue.
Jika n > k, b;(n) merupakan syarat penentu dari matriks T;(n) yang mana matriks
T;(n) adalah matriks yang berukuran (n—k+1) X (n—k+ 1) yang diberikan
sebagai berikut

( a jikan =k
a; aj_q
< = jlkan=k+1
1 ak

ﬂ aj_l aj_z

~ 1 a1 Qg jikan=4k+2
i) =Dy

I @1 k-2 Gi-3 jikan=k+3
0 1 Ag—1 A2
0 0

1 Ak—1



dimanaaq; =0,l=j—-1,j—2,--,jikal < 0.
Sehingga, A™ = Y25 bj(n)A’. O

Contoh:
Tentukan perpangkatan matriks A™ jika

0O 1 1

A=|-2 3 1|

_ -3 1 4
Penyelesaian:

Untuk menghitung perpangkatan matriks tanpa menggunakan eigenvalue terlebih
dahulu cari polinomial karakteristik dari A.
p(A) = det(Al — A)

1 0 0 0 1 1
= det| A4 (0 1 0> - (—2 3 1>
0 0 1 -3 1 4

A -1 -1
=det<2 A=-3 -1 )
3 -1 Ai1-4
=M1 -3)A-9+(DEDE) + (ED(E)(-3)
-3)A=-3)D -EDEDAW -A-H@D (D)
p(A) =23 —72% + 161 — 12.
Diperoleh a, = 12, a, = 16, dan a, = —7. Karena matriks A berorde tiga maka k = 3
dan n = k, sehingga dengan menggunakan Teorema 4 akan ditentukan nilai b;(n)

dengan memasukkan nilai-nilai dari a; sebagai berikut
by = (1) det (Tj(n)).

Untuk n = 3, danj = 0,1,2.

bi(3) = (~1)°3* det (T;(3)) = (~1) det (T;(3)).

o bo(3) = (1) det(T,(3))

(—1)det(ao)
(—1)det(—12)
(-1(-12)
12

o b;(3) = (—1) det(Ty(3))
= (—1)det(a,)
= (—1)det(16)
= (-1)(16)
= —16.

o b(3) = (=1) det(T>(3))
= (—1)det(a,)
= (—1)det(=7)
=D =7

Untuk n = 4, danj = 0,1,2.

b(4) = (~1)*73* det (T;(4)) = (—1) det (T;(4)).



o by(4) = (-1)* det(To(4))

= (—1)2 det ((3-0

= aoaz - a_1

a

= (-12)(=7) - (0)

= 84.

o b(4)=(-17 det(T1(4))

a,a; — ag

= —100.

(-1)2det (]

Qg
o)

(16)(=7) — (-12)

o by(4) = (-1)* det(T2(4))

= (—1)?det (alz

= axd; —a,

a;
az)

= (=7)(=7) — (16)

= 33.

a_l)
2

Hal ini terus dilakukan berulang hingga ke-n.
Catatan:

bo(n) = -3(1 +n)2" +4-3"
b;(n) = (8+5n)2""1 —4.3"
b,(n) = -2 +n)2"1+3"

Untuk n = 3, maka

1 0 O
= (12) (0 1 O) + (—16)(
0 0 1

12 0 0
=({0 12 0>+
0 0 12
12 —16 —16
=(32 -36 -16
48 —16 —52
—23 —12 19
=(-31 20 19)
—50 12 46

Untuk n = 4, maka

A =

&

0
32
48

=) B
=0

= by(3)A° + by (3)A! + b, (3)A>

0 1 1

2 3 1) + (7) < 3 1

3 1 4 -3 1 4
-16 -—16 5 4 5
—48 —16) + (7)( -9 8 5 )
—-16 —64 14 4 14
35 28 35
63 56 35)
98 28 98

= bo(4)A° + b, (4)A + b, (4)A?

Selanjutnya, masukkan nilai b;(n) kepersamaan A™ = 3523 b;(n)A/.

>2



1 0 0 0 1 1 0 1 1\?
=(84)(0 1 o>+(—100)<—2 3 1>+(33)<—2 3 1)
0 0 1 -3 1 4 -3 1 4

84 0 0 0 —100 —100 -5 4 5
=0 84 o>+<200 —300 —100>+(7)(—9 8 5)

0 0 84 300 —100 —400 14 4 14

84 —100 -100 —165 132 165
=200 -216 —100>+<—297 264 165)
300 —100 -316 —462 132 462
—-81 -—-32 65
=| —97 48 65).
—162 32 146

Lanjutkan hingga ke-n, maka
A" = ?=0 bj(n)A]
= by(n)A° + by (n)A' + b,(n)A?

1 0 O
=-3(14+n)2"+4-3" (0 1 O>+(8+5n)2”‘1
0 0 1
0 1 1 0 1 1\2
—4-3"( -2 3 1]|+-Q+n)2"1+3" (-2 3 1
-3 1 4 -3 1 4
2n+1 _ 371 _ nzn—l nzn—l _211 + 3n
= < 2n —3n _pon-1 (n+ 2)2”‘1 -2+ 3" >
2ntl _2.3n _pon-1 n2n-1 —2"4+2-3"
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