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ABSTRACT

This article discusses the construction of the systems of Volterra integral equations

from extended Lane-Emden equation. The system of Volterra integral equations of the

settlement is determined by using the Adomian Decomposition Method. The Adomian

decomposition method gives reliable result for analytic approximate solutions of these

systems. The results are supported by investigating the example problems.
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ABSTRAK
Artikel ini membahas uraian pembentukan sistem persamaan integral Volterra dari
persamaan Lane-Emden yang sudah diperluas. Adapun sistem persamaan integral
Volterra tersebut selanjutnya akan ditentukan penyelesaiannya dengan menggunakan
Metode Dekomposisi Adomian. Metode Dekomposisi Adomian diharapkan dapat
digunakan untuk menganalisis perkirakan hasil dari sistem persamaan ini. Hasil yang
didapat didukung dengan menyelidiki contoh soal.
Kata kunci: Metoda Dekomposisi Adomian, Sistem Persamaan Integral Volterra,

Persamaan Lane-Emden.

1. PENDAHULUAN

Persamaan integral Volterra merupakan persamaan yang memuat fungsi tidak diketahui
dan fungsi tersebut berada dalam operasi integral. Sejalan dengan perkembangan zaman
dan kemajuan teknik dari ilmu pengetahuan maka semakin banyak variasi bentuk-
bentuk dan penyelesaian persamaan integral Volterra. Salah satu bentuk perluasan dari
persamaan integral Volterra adalah sistem pengintegral Volterra yang diketahui
mempunyai n fungsi tidak diketahui dengan n > 2. Selain itu banyak pula variasi
metode penyelesainnya diantaranya transformasi, pemisahan fungsi kernel dan lain lain.
Selanjutnya dapat ditinjau metode yang ditemukan pada penyelesain persamaan
diferensial biasa yang dikenal dengan metoda dekomposisi adomian [6]. Selain itu
dapat ditinjau pula didalam [1] bahwa bentuk suatu persamaan integral Volterra
mempunyai bentuk ekuivaken dengan persamaan diferensial biasa orde dua.
Berdasarkan tinjauan dari [1] dan [6] terdapat gagasan yang cukup menarik
untuk menuliskan metode dekomposisi adomian pada penyelesaian persamaan integral
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Volterra. Pada artikel ini diuraikan hubungan antara persamaan diferensial dan
persamaan integral Volterra.

2. SISTEM PERSAMAAN INTEGRAL VOLTERRA MENGGUNAKAN
METODA DEKOMPOSISI ADOMIAN

Dalam tulisan ini dibahas bagaimana mencari solusi penyelesaian suatu sistem integral

Volterra yang dibentuk dari persamaan Lane-Emden kemudian diselesaikan dengan
menggunakan Metoda Dekomposisi Adomian.

2.1 Sistem Persamaan Lane-Emden

Persamaan Lane-Emden adalah persamaan differensial biasa orde dua yang biasa ditulis
dalam bentuk [6, h. 37 10]

d?u N 2du e
dx? " xdx LTV 1)
dengan n adalah konstanta dan syarat batas,
du(x)
u(x) =1 dan =0 untuk x = 0.
X

Selanjutnya persamaan Lane-Emden pada persamaan (1) dapat ditulis secara umum
dalam bentuk
d’u  2du

i Wt - 2
TZ Tt fw=0, )
dengan f(u) adalah fungsi terhadap u dan syarat batas
u(x) = a dan dz;(x) =0 untuk x = 0 dimana a adalah konstanta.
X

Selanjutnya bentuk persamaan Lane-Emden dapat dikembangkan lagi dalam bentuk [6,
h 37 11]
d”u+ndu+ W=0 n>0 (3)
dx™  xdx fw=0,n=0,
dengan syarat batas
du(x)

X

Berikutnya permasalahan yang dibicarakan dalam artikel ini adalah sistem persamaan
Lane-Emden berbentuk [6, h 37 11]

u(x) = a dan =0 untuk x = 0.

d*u N 2du N — 0o

dx?  xdx fwv) =0.

d’v 2dv

- 4 = 4
=t f(u,v) =0, 4)

dengan syarat batas
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du(x)

0 untuk x = 0.
dx

u(x) = a dan

v(x) = B dan dv(x)
dx

Permasalahan yang harus diselesaikan pada persamaan (4) adalah menentukan solusi
u(x) dan v(x) yang memenuhi persamaan (4) dan (5). Selanjutnya perluasan dari
persamaan (4) berbentuk

d*u  k,du
+?a+ f(u,v) =0,k; >0,x > 0.

0 untuk x = 0. (5)

dx?

d*v  k,dv

—_— —— = 6
dx2+ . dx+ f(u,v) =0,k, >0,x > 0. (6)

dengan syarat batas persamaan (5)
2.2 Sistem Persamaan Integral Volterra pada Sistem Persamaan Lane-Emden

Pada bagian ini diperlihatkan sistem persamaan Integral Volterra dapat memperlihatkan
sistem persamaan Lane — Emden. Di dalam [6, h 37 11] dirumuskan sistem persamaan
Volterra sebagai solusi sistem persamaan (4), sebagai berikut:

u(x) = a—jxt(l - =) @, v®) dt

0

dan

v(x) = - fo xt(l _ %) 9(u(®), v(®) dt. )

Persamaan (6) dapat ditunjukkan solusi persamaan (4) sebagai berikut. Dengan
menentukan turunan pertama U (x) dan V (x) masing — masing diperoleh

d x 2
g _] <t )f(u(t),v(t)) dt,
0

x2
dan
d x 2
d_z - _f (%) g(u(®),v(®) dt. @®)
0
Dari persamaan (8) diperoleh turunan kedua u(x) dan v(x) masing — masing
dzu X t2
T = o)+ (2 5) roo)a
dan
dz x 2
T = —oOw) + [ (2 %) 9(u(®), v() dt. ©)
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Dengan mensubtitusikan persamaan (8) dan (9) kedalam persamaan (4) diperoleh

dan

d’u 2du
—_ + —_
dx?  xdx

+ f(u,v)
X tZ
= —f(u,v)+j; <2 F) f(u,v)dt

+E.fx<;—2> f(u,v)dt+ f(u,v) =0,

x (10)
d’v 2dv
W-F ;E+g(u,v)
X t2
= —g(u,v) +f (2 x_3> gu,v)dt
0
2 (*( t?
+;.f0 <x—2> g, v)dt+g(u,v) =0. (1)

Dari persamaan (10) dan (11) terlihat sistem persamaan integral Volterra merupakan
solusi sistem persamaan Lane-Emden dari persamaan (4).

2.3 Perluasan Sistem Persamaan Integral Volterra pada Sistem persamaan Lane-

Emden

Di bagian ini diperlihatkan sistem persamaan integral VVolterra adalah solusi dari bentuk
umum persamaan Lane-Emden. Didalam [6, h 37 12] dirumuskan sistem persamaan
Integral Volterra yang memuat konstanta k; dan k, sebagai solusi sistem persamaan
Lane-Emden bentuk umum pada persamaan (5), yaitu

1 X tkl—l
u(x) = a—7— 1J t<1 — xk1-1> fu@®,v(®) dt,
1 0
dan
1 X tkz—l
v() = - 1f t(l - F) g(u(®), () dt,
2 0
untuk k; # 1dan k, #1 (12)

Persamaan (12) dapat ditunjukkan sebagai solusi persamaan (5) sebagai berikut.

Dengan menentukan turunan pertama u(x) dan v(x) masing — masing diperoleh

dan

d x [ tkq
d_l; - _j <;k1 ) f(u@®,v®) dt,
0
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d x ko,
d_Z: —J. (%) g(u(t),v(t)) dt. (13)

Dari persamaan (13) diperoleh turunan kedua dari u(x) dan v(x) masing — masing
diperoleh

dzu x tk1
i —f(ux),v(x)) + L <W> fu@®),v(®)) de,

dan
d?v

X ko,
-2 = —9(u(),v()) + f (;—) g(u(®),v(®)) dt. (14)
0

Dengan mensubtitusikan persamaan (13) dan (14) ke dalam persamaan (5)
diperoleh
d*u  k,du
2T 3 T @), v() =
x tkl
~FuC,ve) + | ( ) F (), v(®) dt

ky X [ tka d =0
b fo (F) F (), v(®)) de + Fu(x),v() =0,

(15)
dan
d*v  k,dv
W-I_ ?d—+ g(u(x) U(x)) =
x tkz
-9, v) +f 2( ) gu(t),v(t)) dt
k, tke . L
T, ( ) 9@(®), v(®)) dt + g(u(x),v(x)) = 0. (16)

Dari persamaan (15) dan (16) terbukti sistem persamaan integral pada
persamaan (12) adalah solusi sistem persamaan Lane-Emden persamaan (5) dengan
k; # 1dan k, # 1.

Jika k; = 1dank, = 1, maka pada persamaan (12) diperoleh

u(x) = a+fxtln( )f(u(t) v(t)) dt,

0

dan

v(x) = fB +] tln( ) g(u(t) v(t)) dt. @an
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Persamaan (17) dapat dibuktikan sebagai berikut:

_ 1 t\f1 ottt st t

imp—a-(5) H=-imG) mE)=-ms
_ 1 t\k2"1 o\t t
I a-(3) ) =-im() () =-ms

Selanjutnya dapat disimpulkan sistem persamaan integral VVolterra sebagai solusi
sistem persamaan Lane-Emden sebagai berikut:

dan

Ca+ [em(L) fu®,v®)dt. untuk k; = 1
1 x ka1
a+k _1f t<1_W>f(u(t),U(t))dt_ Untukk1>0,k1¢1
1 0
u(x) :< v(x) = B+ fxtln<£) g(u@®,v(®) dt. untuk k, = 1
0
* the~t untuk k, > 0,k, # 1
B+ g 1f t<1 - W) g(u@®),v(®) dc. 2 » 2
° (18)

2.4 Metode Dekomposisi Adomian pada Penyelesaian Sistem Integral VVolterra

Pada bagian ini diuraikan pemekaian Metode Dekomposisi Adomian dalam
menyelesaikan sistem persamaan Integral Volterra. Didalam menggunakan Metode
Dekomposisi Adomian ini disubtitusikan deret tak hingga

U@ = ) Un(),
n=0

mw=imw,

n=0

dan Polinomial Adomian tak hingga

)
f(uv 17) = ZAn(uO'uli'"'un' Vo, V1, V2, , Up )'
n=0

g(u, v) - Z Bn(uo’ul’ o 'un' vo, vl! UZP Tty Un )
n=0 (19)

Dengan mensubtitusikan persamaan (19) ke dalam persamaan (18) maka
diperoleh
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® 1 X tkl_l
ZUn(x) = a_kl—lj;) t<1— xk1‘1>
n=0

[o.0]
Z A (Ug, Uqg, Uy, Vg, V1, Vg, -+, Uy ) di.

n=0

*® 1 X tkz—l
ZVTL('X): _kz—lj(; t<1_xk2—1>

Z B, (ug, uq, -+, Uy, Vg, V1, V2, -,y ) dt.
- (20)

n=0

Didefinisikan operator L1, yaitu

L_l [z An(uO' Uq, Uy Vo, V1, V2,00, Uy )]

n=0
X tkl_l e
j t11- ki1 ZAn(uO'ul'"'runlvmvl;vz;""vn)dt-
0
n=0

K — 1

dan
[oe]
L_l [Z Bn(u0' Uq, 5 U, Vg, V1, U, o, Uy )]

n=0
1 X tkz—l
= t{1-—
kz - 1,’; ( Xk2_1 )
B‘n(uOr ull oty unl vO) vl) vZ; oty v‘n )dtl
n=0 (21)

maka persamaan (19) menjadi

Z Upy(x) = a—L1 Z Ap (U, Uq, -+, Uy, Vo, V1, Vg, -+, Uy ) dL.
n=0 n=0

Z Vn(x) = ,8 - Z Bn(u0'u1' yUny Vo, V1, U, 00", Up ) dt. (22)
n=0 n=0
Jika ditetapkan pada persamaan (21) uy(x) = a dan vy(x) = 8, maka untuk
n = 1 diperoleh
up(x) + ug(x) = a — L7'[A],
sehingga u, (x) = —L71[A4,].
340
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Untuk n = 2 diperoleh
U () + uy (%) +up(x) = a — L7 [Ao] — L7H[A44],

sehingga u, (x) = —L™[A,].
Untuk n = 3 diperoleh

Up(x) + uy(x) + up(x) + uz(x) = a — L1 [A,] — L71[A;] — L71[A,],

sehingga u;(x) = —L71[A4,].
Selanjutnya dapat dilihat secara umum rumus rekursif
up(x) = a,

Ups1(x) = —L7A,],

dan

vo(x) = B,
Un+1(x) = —L7[By].

Berdasarkan persamaan (20) maka diperoleh persamaan (23) menjadi

uO(x) =q,
X tkl—l
Up1(x) = e 1}; t (1 — W) Apdt untuk n > 0,
dan

v(x) = B,

1 X tkz—l
Un+1(x) = I, — 1-1;) t(l - W) B,dt untuk n > 0.

3. CONTOH

(23)

(24)

Dengan menggunakan persamaan (2) dapat dibentuk Sistem persamaan integral

Volterra dari persamaan Lane-Emden sebagai berikut

3
u”+;u’—4(u+v)=0

2
v'+—-v' —=3u+v)=0

X (25)
dengan syarat awal
u(0) =1,u'(0)=0
v(0) =1,v'(0) =0,
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diperoleh untuk k4, k, > 1, bentuk sistem integral VVolterra yang dipakai adalah

x 2
u(x) = 1+%f t(l— %) 4(u + v) dt.

0

X

v(x) = 1—J. t(l— %) 3(u + v) dt.

0

bila persamaan di atas menggunakan Metoda Dekomposisi Adomian dengan u,(x) =
a = 1dan vy(x) = f = 1 maka dengan menggunakan rumus rekursif diperoleh

u(x) =1,

un+1(x)=4%£xt<1—%> (u +v) dt, n =0,

vo(x) =1,

Uy (X) = —31; t(l — 2) (u + v) dt, n=0. (26)

Untukn=0
1(* t?
u(x) = 45.[0 t(l— x—2>(u0+v0) dt

41X
] ECREL R
212 4x20 '

vi(x) = —3_]:1:(1— 2)(u0+v0) dt

X t2
e[ o1
0 X

3 X
- 6 Etz e
0 (27)
Untuk n> 1 diperoleh u,, 4 (x) dan v, (x) =0, (28)
lalu didapat rumus rekursif untuk sistem persamaan (26), (27), dan (28) sebagai berikut:
uy(x) =1
u(x) = x?
u;(x) =0, i>2
volx) =1
v,(x) = —x?
vi(x) =0, j=2
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Didapat solusi untuk sistem persamaan (25)

(u(x),v(x)) =1+ x%,1-—x2)

4. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan yang telah dikemukakan dalam artikel ini, maka diperoleh
kesimpulan bahwa untuk mencari penyelesaian sistem persamaan integral Volterra

ulx) =f(x)+ foxl((t, x)u(t)dt bisa diselesaikan dengan MDA (Metoda Dekomposisi
Adomian). Tentunya integral Volterra tersebut secara khusus dibentuk dari sistem
persamaan diferensial Lane-Emden u'' + %u’ + f(u,v) =0dan u" + %u’ + g(u,v)
, k1, ki, x > 0 dengan syarat awal u(0) = v(0) = 1,u'(0) = v'(0) = 0.
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